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INTRODUCTION

La méthode Hybrid High-Order (HHO)

m Introduite en 2014 pour la diffusion linéaire et 'élasticité (i Pietro, Ern, Lemaire 2014; DP, E
2015)

m Etendue a la mécanique non linéaire, I'électromagnétique, la mécanique des fluides...

Caractéristiques de la méthode HHO

Inconnue
face
Inconnue
cellule

m Inconnues hybrides

» inconnues de cellules et de faces
m Gradient reconstruit et stabilisation
m Ordre de convergence élevé
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INTRODUCTION

Avantages de la méthode HHO

m HHO vs FE

» Maillage polyédriques — raffinement de maillage adaptatif

> Méthode "Locking-free" (pour l'élasticité)

> La matrice de masse des cellules est naturellement bloc diagonale
m HHO vs DG

» Le flux non linéaire est manipulé sur les cellules uniquement

» Formulation symétrique pour les problémes non linéaires

m Lordre élevé est un bon outil pour contrer la dispersion

Refinment

® Node ® Node O Hanging node
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Diffusion

Equation des ondes linéaire

Intégration explicite en temps

Résultats numériques

Equation des ondes non linéaires
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a LA METHODE HHO POUR LA DIFFUSION

Probléme

u=o0o on 9Q

{—V~(uVu) —f inQ

Maillage

Soir C un maillage polyédrique d’'un domaine Q avec des
m cellulesCeC
m facesF e F

hc : diamétre de la cellule C.

h : maximum de tous les diamétres hc.

uc - coefficient de diffusion, constant par cellule par simplicité



a DEGRES DE LIBERTE

Espace discret

m Faces : wr € PR(F) et cellule : w¢ € P!(C) with [ € {kR, R+ 1}

m DDL d’une cellule : W = (wc, (Wr)reac) € Uc = PI(C) x X PR(F)
Fcoc

m DDLdans Q +CL: Wh € Z/A{h,o = {((WC)C€C> (WF)FE]:, Wg = O pour F € 80)}

Degreés de liberté

[ J [ J
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a DEGRES DE LIBERTE

Espace discret

m Faces : wr € PR(F) et cellule : w¢ € P!(C) with [ € {kR, R+ 1}

m DDL d’une cellule : W = (wc, (Wr)reac) € Uc = PL(C) x X PR(F)
Fcoc

m DDLdans Q +CL: Wh € Z/A{h,o = {((WC)C6C7 (WF)FE}', Wg = O pour F € 89)}

Degreés de liberté
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a RECONSTRUCTION DU GRADIENT

Objectif : Reconstruire localement un gradient G¢(iic) consistent avec les DDL cellule et
face

Définition

Gc(l/:lc) : Z/?C — VP’?“(C) défini pour tout ¢ = (UC7 (uF)FEBC) € le\{c,
(Ge(Oc), Vw), = (Vuc, VW), + (Uac — Ucjac, VWac - ac, w € PFT(C)
imite Uintégration par partie sur C.

On peut aussi définir un opérateur de reconstruction du potentiel pc(iic) € P*(C) qui
vérifie

Vpc(lic) = Ge(dc), /Cpc(ac) = /Cuc



a OPERATEUR DE STABILISATION

Objectif : Imposer de fagon faible la condition de consistance suivante

d(v) = vgF —VF =0

Ordre mixte (Lehrenfeld-Schoberl, stabilisation pour HDG)
sclic,iic) == > £€ (nfo(v), wfa(w))

Sans wﬁ : simplement les moindre-carrés — la stabilisation serait sous-optimale (souvent

utilisés dans WG).

Ordre égal

selie, ) = >3- HE (xF(3(v) = (1 = 7E)pc(0, 6(v))), mE (W) — (1 = wE)pc(0, 6(w))) )
Feoc

m Premiére stabilisation a utiliser le gradient/potentiel reconstruit dans le context HDG
m Plus couteuse que le cas d’ordre mixte

7
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a FORMULATION GLOBALE

Formulation discréte

Op € Up o tel que , > " (ucGe(lic), Ge(We))e + sc(lc, We) = Y (f, we)e, Wh € Un,o
cec cec

Acc  Acr Ue | _ | Fe
Arec Arr Ur o |’

avec A = K + S (K la rigidité, S la stabilisation)

Formulation algébrique

Condensation statique

w On utilise la structure bloc-digonale de Acc
(A}T = AJ—'CAE(;AC}‘) Ur =Fr

w Une fois que Ur est calculé, on obtient Uc par post-traitement
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I::QUATION DES ONDES

—v(wu):f inQxJ
Ujt—0, Otlt=0 = Uo, Vo inQ
u=o on o x J
avec f € C°(J; L2(R)), Uo, Vo € H}(Q2) and J := [0; Ty].

Semi-discrétisation spatiale

Trouver 0y (-, t) € C2(];Zf1h,o) tel que, pour tout Wy, € lf{,h0 ettoutte )

(Buc (-, t),we)a |+ Y (1eGe(lic(-, 1), Ge(We))c + Sc(lic(-, 1), We) = (f, we)a

cec

Analyse d’erreur (Burman, Duran, Ern, Steins, 2020)

Soit u la solution continue et {I, la solution du probléme semi-discret en espace.

[|o¢(u — uC)||L°°(};L2) +[IVu = Ge(Oh)llLoe gi12) S hft (||U||L°°(1;Hk+2) + T||6t”||L°°(};Hk+z))



a FORMULATION ALGEBRIQUE

Equation semi-discréte

{ Mcc © } <8t2Uc(t)) +[ Ace  Acr } (Uc(t)) _ { Fe(t) ] te).

o o Arec Arr | \Ux(t) 0

Complication
La seconde équation introduit un couplage statique entre les inconnues de cellule et de
face
ArrUr(t) = —ArcUc(t)
m |l est possible d'écrire l'équation des ondes comme un systéme d’ordre 1, ce qui
enléve le couplage statique dans le cas d’ordre mixte seulement (Burman, buran, Ern 2022)

m Dans la formulation d’ordre 1, la stabilisation dissipe une énergie exacte, alors
qu’'avec la formulation d’ordre 2, une énergie discréte est conserveée.



Cea

DE LA RECHERCHE A L'INDUSTRIE

INTEGRATION EXPLICITE EN TEMPS




DISCRETISATION EXPLICITE EN TEMPS

Difféerences centrées

On discrétise J en N + 1 pas de temps t°, t', ..., tV.

1 [ Mge o ugtt —aut 4+ Ul i Ace  Acr Ug\ _ [ Fe
At2 [e] (o] . A]:c A]:]: Un}— [e]
: L+
inconnues : UZ™ et UL

On résout ce probléme en deux temps :
X Résoudre le couplage statique entre les cellules et les faces

ArrpU%E = —AzcUl

v Résoudre l'équation d’“évolution” sur les inconnues de cellules au temps t"*" avec
la matrice de masse Mcc (bloc-diagonale)

MccUET = F§ + Me (U3 — UZ™") — At (AccUg + AcrU%)
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a SPLITTING ITERATIF SUR LES FACES

Ordre mixte

ArrU% = (Krr +Srr)U% = —ArcUg
est transformé en un probléme itéré (S=x est bloc-diagonale)

n—1,m __ n—1,m—1
SFrUE " = —ArcUf —KrrUF

Ordre égal
ArrUr = (Krr +Skzr +Spp)U% = —ArcUp
devient le probléme itératif

- ’ - —
SEFUF "M = —ArcUt — (Krr + SV """

avec Syr = S% - + Sy - et S% - bloc-diagonale.

Analyse
Ce splitting itératif est équivalent au développement en série de Neumann de A;}.

m Condition sur le rayon spectral S7 - K 77 < 1(ou SZ5(Kz 7 + S'FF) < ).
m Cette condition est garantie en scalant S par v assez grand.
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SCALING DE LA STABILISATION

m -~ est minoré par v* indépendant de h
> ~* dépend de la constante de trace C;, s.t. ||v||r < Crh /2 |v|c, v € PF(C)
> ~* dépend de R et de la régularité du maillage
m En pratique v* est calculé sur un maillage grossier avec conditions de Neumann
m C'est une trés légére surestimation de ~ sur un maillage fin avec conditions de

Dirichlet

m Solution analytique
u(x,y,t) = tsin(nx) sin(ry)
m Q=01

—1/2

10734

<)
&
|

10774

Relative L? error

1072

10~ o

HHOO HHOO+
HHO HHO
HHO2 HHO2+
HHO3 HHO3+
T T

10’ 10?
h

Figure. - Convergence de l'erreur L2 : hf+2
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SCALING DE LA STABILISATION

B ~ est minoré par v* indépendant de h
> +* dépend de la constante de trace Cy, s.t. [|v||r < Crh 2||V]|c,v € P*(C)
» ~* dépend de k et de la régularité du maillage
m En pratique * est calculé sur un maillage grossier avec conditions de Neumann
m Cest une trés légére surestimation de ~ sur un maillage fin avec conditions de
Dirichlet

| |
6“
&

|

Solution analytique
u(x,y,t) = t?sin(mx) sin(wy)
Q = [0;1]?

Nombre d'itérations fixé
(1,5,12) 1079 4
v =15v*

107

Relative L? error

Reference
n=12

ht

Figure. — Erreur L2 sur un splitting tronqué, HHO(1,1)
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CHOIX DU SCALING

Méme solution analytique (pas d’erreur de discrétisation en temps) et comparaison des
erreurs L2 en fonction du temps d’exécution, en faisant varier
v € {1.57%,37*,57",107*, 207" }.

HHO(1,0) HHO(1,0)
1073

s
5’ 1074 304

20 4

10 4

T —1
10° o 10
Execution time (s) e . B . L
Ordre mixte : Meilleur rforman Le nombre d'itérations nécessaires diminue
. eitieures performances avec v, le pas de temps critique aussi :ily a

7 € 377 57"] une plage optimale de valeurs pour .
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PROPAGATION D'ONDES

Propagation d’ondes dans un milieu hétérogene avec source Dirac au point S.

p=1,c=3
5(0,3)
) Solution analytique disponible uniquement jusqu’a ce
H=3 que les réflexions sur le bord atteigne les capteurs
p=lc=v3 °*P= (%, —31;) (Gar6m0rezD, Diaz & Abdelaaziz, open-source sur Gitlab )
(a) t=0a (b) t=0.3 (c)t=0.5 (d)t=0.8

15 21


https://gitlab.inria.fr/jdiaz/gar6more2d/-/tree/master

PROPAGATION D'ONDES

Mesure des composantes de la vitesse aux deux capteurs, HH00,,2,3 et éléments finis P1 :

m méme nombre de degrés de liberté
m Ref = solution HHO3 sur maillage trés fin (avec réflexions)

m Maillage grossier 13k DDL

\elocity

Viat Py VyatPy
3 2
2 1
1 s 0
o 5
- — FrEn HHO(2) - — Firem HHO()
— HHO(O) — HHO() = —— HHOG) = HHO(3)
3 — HHO[L) == Reference — HHO[I) == Reference
00 02 o4 06 o8 10 00 o2 s 6 o8 10
Time Time.
Vi at Py Vv atP;

— PLFEM
—— HHO(0)
— HHO()

HHO(2)
— HHO(3)
—= Reference

— P1FEM

HHO(2)

=4 | = HHO(0) == HHO(3)
= HHO(1] == Reference
DDL Valeur HHO(1) [ HHO(2) | HHO(3) P1 FEM
13k | Vxat$; 7.9e-3 3.5e-4 2.8e-4 4.7e-2
13k | Vxat$S; 3.6e-1 3.9e-2 2.4e-2 8.6e-1

Table - Erreur L2 Sur Vx aux deux capteurs
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INTEGRATION EXPLICITE EN TEMPS

m Application a 'équation des ondes non linéaire,
Fu—V - (Vu)Vu) =f

m Rigidité non linéaire mais stabilisation linéaire

[ Mee 0] (Ut —2ug + U (Ke(UE,UR)Y) L T See Ser ] (URY _ [ R
At2 o o : Kz(Ug,U%) Src  SrrF u%- o

m Couplage statique a résoudre avec un Newton ou le splitting (ordre mixed illustré) :

SFrUT™ = —Kz(UE,UE"""") — SpcUR
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EXPERIENCE : MEMBRANE VIBRANTE NON LINEAIRE

Domaine carré [0; 1]?, maillage triangulaire non structure.

1
a(g) =1—-a———, €R'.
VIgP +1

Mesure de l'erreur : comparaison des valeurs en 10 capteurs et calcul de U'erreur par
rapport a une solution sur un maillage plus raffiné (pas de solution analytique).

Vo(X,y) = cos(mx) cos(my),Uo = O,f = O

(0.5,0.5)

(0467,0167)

(0.025,055)

0.03
010 -
0.024
0.05 -
0.01

wamd| 0.00 -

0.01 {-0.05 -

~0.02 - Lad

—0.03

—015
T

Figure. - Solutions de référence en 3 points, o = 0,0.8,0.99
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EXPERIENCE : MEMBRANE VIBRANTE

HHO(1,0) : moyenne de 'erreur L en dix points par rapport a une référence (ordre éleve,
implicite, maillage et pas de temps fin)

HHO(1,0) - v = 0.8

1074

mean L? Error

107°

Implicity =6

- @- Implicity = 12
-9 - Implicit y = 20
—- Implicit v = 40
Splittingy =6
- @- Splitting v = 12
- - Splitting v = 20
—- Splitting v = 40

10° 10" 10?

CPU time (s)

1074

mean L? Error

107°

HHO(1,0) - & = 0.99

Implicity =6

-@- Implicity = 12
-4 - Implicit y = 20
—— Implicit v = 40
Splittingy =6
- @- Splitting v = 12
-4 - Splitting v = 20
—- Splitting v = 40

T
10°

10’ 10? 10°
CPU time (s)

Gain en temps de calcul facteur 8 sur le maillage le plus fin pour o = 0.8 et 10 pour

a = 0.99.
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EXPERIENCE : MEMBRANE VIBRANTE VS EF

HHO(1,0) : moyenne de 'erreur L en dix points par rapport a une référence (ordre éleve,
implicite, maillage et pas de temps fin)

HHO(1,0) -« = 0.8 HHO(1,0) - & = 0.99
. - Implicity = 6 LR - Implicity = 6
1073 1 S —- Splitting v = 40 1073+ L —- Splitting v = 40
. - ¢- P1FEM AN - - P1FEM
s s
fro] & 04
L 1074 o
= =
© o
3 3
£ £
107° 7
1075
T T T T T T T T T
107" 10° 10" 10° 107" 10° 10" 10? 10°
CPU time (s) CPU time (s)

Gain en précision a temps donné ou en temps de calcul a erreur donnée par rapport aux
éléments finis.
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CONCLUSION

v Pas d'impact du splitting sur la qualité de la solution

v Amélioration des temps de calcul

v Robustesse en ~: large plage de gamma améliorant les performances.
v/ Robustesse a la non linéarité
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Merci pour votre attention!
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