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Introduction

La méthode Hybrid High-Order (HHO)

Introduite en 2014 pour la diffusion linéaire et l’élasticité (Di Pietro, Ern, Lemaire 2014 ; DP, E
2015)

Étendue à la mécanique non linéaire, l’électromagnétique, la mécanique des fluides...

Caractéristiques de la méthode HHO

Inconnues hybrides
▶ inconnues de cellules et de faces

Gradient reconstruit et stabilisation
Ordre de convergence élevé
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Introduction

Avantages de la méthode HHO
HHO vs FE

▶ Maillage polyédriques → raffinement de maillage adaptatif
▶ Méthode "Locking-free" (pour l’élasticité)
▶ La matrice de masse des cellules est naturellement bloc diagonale

HHO vs DG
▶ Le flux non linéaire est manipulé sur les cellules uniquement
▶ Formulation symétrique pour les problèmes non linéaires

L’ordre élevé est un bon outil pour contrer la dispersion
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La méthode HHO pour la diffusion

Problème {
−∇ · (µ∇u) = f in Ω

u = 0 on ∂Ω

Maillage

Soir C un maillage polyédrique d’un domaine Ω avec des
cellules C ∈ C
faces F ∈ F

hC : diamètre de la cellule C.

h : maximum de tous les diamètres hC .

µC : coefficient de diffusion, constant par cellule par simplicité
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Degrés de liberté

Espace discret

Faces : wF ∈ Pk(F) et cellule : wC ∈ Pl(C) with l ∈ {k, k+ 1}
DDL d’une cellule : ŵC = (wC, (wF)F∈∂C) ∈ ÛC = Pl(C)× ×

F⊂∂C
Pk(F)

DDL dans Ω + CL : ŵh ∈ Ûh,0 = {((wC)C∈C , (wF)F∈F ,wF = 0 pour F ∈ ∂Ω)}

Degrés de liberté

k = 0, l = 0 k = 0, l = 1
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Reconstruction du gradient

Objectif : Reconstruire localement un gradient GC(ûC) consistent avec les DDL cellule et
face
Définition

GC(ûC) : ÛC → ∇Pk+1(C) défini pour tout ûC = (uC, (uF)F∈∂C) ∈ ÛC ,
(GC(ûC),∇w)c = (∇uC,∇w)c + (u∂C − uC|∂C,∇w|∂C · n⃗)∂C, w ∈ Pk+1(C)

imite l’intégration par partie sur C.
On peut aussi définir un opérateur de reconstruction du potentiel pC(ûC) ∈ Pk+1(C) qui
vérifie

∇pC(ûC) = GC(ûC),
∫
C
pC(ûC) =

∫
C
uC
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Opérateur de stabilisation

Objectif : Imposer de façon faible la condition de consistance suivante

δ(v) = vC|F − vF ≃ 0

Ordre mixte (Lehrenfeld-Schöberl, stabilisation pour HDG)

sC(v̂C, ŵC) :=
∑
F∈∂C

µC
hC

(
πkF δ(v), π

k
F δ(w)

)
F

Sans πkF : simplement les moindre-carrés → la stabilisation serait sous-optimale (souvent
utilisés dans WG).

Ordre égal

sC(v̂C, ŵC) =
∑
F∈∂C

µC
hC

(
πkF (δ(v)− (I− πkC)pC(0, δ(v))), π

k
F (δ(w)− (I− πkC)pC(0, δ(w)))

)
F

Première stabilisation à utiliser le gradient/potentiel reconstruit dans le context HDG
Plus couteuse que le cas d’ordre mixte
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Formulation globale

Formulation discrète

ûh ∈ Ûh,0 tel que ,
∑
C∈C

(µCGC(ûC),GC(ŵC))C + sC(ûC, ŵC) =
∑
C∈C

(f ,wC)C, ŵh ∈ Ûh,0

Formulation algébrique [
ACC ACF
AFC AFF

] [
UC
UF

]
=

[
FC
0

]
,

avec A = K+ S (K la rigidité, S la stabilisation)

Condensation statique

➠ On utilise la structure bloc-digonale de ACC(
AFF − AFCA−1

CCACF
)
UF = F̃F

➠ Une fois que UF est calculé, on obtient UC par post-traitement
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Équation des ondes linéaire



Équation des ondes


∂2
t u −∇ · (µ∇u) = f in Ω× J

u|t=0, ∂tut=0 = u0, v0 in Ω

u = 0 on ∂Ω× J

avec f ∈ C0(J; L2(Ω)), u0, v0 ∈ H1
0(Ω) and J := [0; Tf ].

Semi-discrétisation spatiale

Trouver ûh(·, t) ∈ C2(J; Ûh,0) tel que, pour tout ŵh ∈ Ûh,0 et tout t ∈ J

(∂2
t uC(·, t),wC)Ω +

∑
C∈C

(µcGC(ûC(·, t),GC(ŵC))C + sC(ûC(·, t), ŵC) = (f ,wC)Ω

Analyse d’erreur (Burman, Duran, Ern, Steins, 2020)

Soit u la solution continue et ûh la solution du problème semi-discret en espace.

∥∂t(u− uC)∥L∞(J;L2) + ∥∇u− GC(ûh)∥L∞(J;L2) ≲ hk+1
(
∥u∥L∞(J;Hk+2) + T∥∂tu∥L∞(J;Hk+2)

)
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Formulation algébrique

Équation semi-discrète[
MCC 0

0 0

](
∂2
t UC(t)

·

)
+

[
ACC ACF
AFC AFF

](
UC(t)
UF (t)

)
=

[
FC(t)

0

]
t ∈ J.

Complication

La seconde équation introduit un couplage statique entre les inconnues de cellule et de
face

AFFUF (t) = −AFCUC(t)

Il est possible d’écrire l’équation des ondes comme un système d’ordre 1, ce qui
enlève le couplage statique dans le cas d’ordre mixte seulement (Burman, Duran, Ern 2022)
Dans la formulation d’ordre 1, la stabilisation dissipe une énergie exacte, alors
qu’avec la formulation d’ordre 2, une énergie discrète est conservée.
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Intégration explicite en temps



Discrétisation explicite en temps

Différences centrées

On discrétise J en N+ 1 pas de temps t0, t1, ..., tN.

1
∆t2

[
MCC 0

0 0

](
Un+1
C − 2UnC + Un−1

C
·

)
+

[
ACC ACF
AFC AFF

](
UnC
UnF

)
=

[
FnC
0

]

inconnues : Un+1
C et UnF .

On résout ce problème en deux temps :
✗ Résoudre le couplage statique entre les cellules et les faces

AFFUnF = −AFCUnC

✓ Résoudre l’équation d’“évolution” sur les inconnues de cellules au temps tn+1 avec
la matrice de masse MCC (bloc-diagonale)

MCCUn+1
C = FnC +MC(2UnC − Un−1

C )−∆t2(ACCUnC + ACFUnF )
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Splitting itératif sur les faces

Ordre mixte

AFFUnF = (KFF + SFF )UnF = −AFCUnC
est transformé en un problème itéré (SFF est bloc-diagonale)

SFFUn−1,m
F = −AFCUnC − KFFUn−1,m−1

F

Ordre égal

AFFUnF = (KFF + S⋆FF + S
′
FF )UnF = −AFCUnC

devient le problème itératif

S⋆FFU
n−1,m
F = −AFCUnC − (KFF + S

′
FF )Un−1,m−1

F

avec SFF = S⋆FF + S′
FF et S⋆FF bloc-diagonale.

Analyse

Ce splitting itératif est équivalent au développement en série de Neumann de A−1
FF .

Condition sur le rayon spectral S−1
FFKFF < 1 (ou S−⋆

FF (KFF + S′
FF ) < 1).

Cette condition est garantie en scalant S par γ assez grand.
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Résultats numériques



Scaling de la stabilisation

γ est minoré par γ⋆ indépendant de h
▶ γ⋆ dépend de la constante de trace Ctr s.t. ∥v∥F ⩽ Ctrh−1/2

C ∥v∥C, v ∈ Pk(C)
▶ γ⋆ dépend de kkk et de la régularité du maillage

En pratique γ⋆ est calculé sur un maillage grossier avec conditions de Neumann
C’est une très légère surestimation de γ sur un maillage fin avec conditions de
Dirichlet

Solution analytique
u(x, y, t) = t2 sin(πx) sin(πy)
Ω = [0; 1]2

Nombre d’itérations fixé
(1,5,12)
γ = 1.5γ⋆
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Figure. – Convergence de l’erreur L2 : hk+2
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Figure. – Erreur L2 sur un splitting tronqué, HHO(1,1)
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Choix du scaling

Même solution analytique (pas d’erreur de discrétisation en temps) et comparaison des
erreurs L2 en fonction du temps d’exécution, en faisant varier
γ ∈ {1.5γ⋆, 3γ⋆, 5γ⋆, 10γ⋆, 20γ⋆}.
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γ =10.5
γ =21.0
γ =35.0
γ =70.0
γ =140.0

Ordre mixte : Meilleures performances
γ ∈ [3γ⋆; 5γ⋆]
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HHO(1,0)

γ =10
γ =21
γ =35
γ =70
γ =140

Le nombre d’itérations nécessaires diminue
avec γ, le pas de temps critique aussi : il y a
une plage optimale de valeurs pour γ.
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Propagation d’ondes
Propagation d’ondes dans un milieu hétérogène avec source Dirac au point S.

Solution analytique disponible uniquement jusqu’à ce
que les réflexions sur le bord atteigne les capteurs
(Gar6more2D, Diaz & Abdelaaziz, open-source sur Gitlab )

(a) t=0.1 (b) t=0.3 (c) t=0.5 (d) t=0.8
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https://gitlab.inria.fr/jdiaz/gar6more2d/-/tree/master


Propagation d’ondes

Mesure des composantes de la vitesse aux deux capteurs, HHO0,1,2,3 et éléments finis P1 :
même nombre de degrés de liberté
Ref = solution HHO3 sur maillage très fin (avec réflexions)
Maillage grossier 13k DDL

DDL Valeur HHO(1) HHO(2) HHO(3) P1 FEM
13k Vx at S1 7.9e-3 3.5e-4 2.8e-4 4.7e-2
13k Vx at S2 3.6e-1 3.9e-2 2.4e-2 8.6e-1

Table – Erreur L2 Sur Vx aux deux capteurs
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Équation des ondes non linéaires



Intégration explicite en temps

Application à l’équation des ondes non linéaire,
∂2
t u−∇ · (α(∇u)∇u) = f

Rigidité non linéaire mais stabilisation linéaire

1
∆t2

[
MCC 0

0 0

](
Un+1
C − 2UnC + Un−1

C
·

)
+

(
KC(UnC ,UnF )
KF (UnC ,UnF )

)
+

[
SCC SCF
SFC SFF

](
UnC
UnF

)
=

[
FnC
0

]

Couplage statique à résoudre avec un Newton ou le splitting (ordre mixed illustré) :

SFFUn−1,m
F = −KF (UnC ,U

n−1,m−1
F )− SFCUnC

17 21



Expérience : membrane vibrante non linéaire

Domaine carré [0; 1]2, maillage triangulaire non structuré.

α(g) = 1 − α
1√

|g|2 + 1
, α ∈ R+.

Mesure de l’erreur : comparaison des valeurs en 10 capteurs et calcul de l’erreur par
rapport à une solution sur un maillage plus raffiné (pas de solution analytique).

v0(x, y) = cos(πx) cos(πy), u0 = 0, f = 0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

−0.03

−0.02

−0.01

0.00

0.01

0.02

0.03

·10−2
(0.025,0.5)

α = 0.99
α = 0.8
α = 0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

−0.15

−0.10

−0.05

0.00

0.05

0.10

0.15
(0.167,0.167)

α = 0.99
α = 0.8
α = 0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
−0.6

−0.4

−0.2

0.0

0.2

0.4

0.6
(0.5,0.5)

α = 0.99
α = 0.8
α = 0

Figure. – Solutions de référence en 3 points, α = 0,0.8,0.99
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Expérience : membrane vibrante

HHO(1,0) : moyenne de l’erreur L2 en dix points par rapport à une référence (ordre élevé,
implicite, maillage et pas de temps fin)
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Implicit γ = 40
Splitting γ = 6
Splitting γ = 12
Splitting γ = 20
Splitting γ = 40

Gain en temps de calcul facteur 8 sur le maillage le plus fin pour α = 0.8 et 10 pour
α = 0.99.
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Expérience : membrane vibrante vs EF

HHO(1,0) : moyenne de l’erreur L2 en dix points par rapport à une référence (ordre élevé,
implicite, maillage et pas de temps fin)
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Gain en précision à temps donné ou en temps de calcul à erreur donnée par rapport aux
éléments finis.
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Conclusion

✓ Pas d’impact du splitting sur la qualité de la solution
✓ Amélioration des temps de calcul
✓ Robustesse en γ : large plage de gamma améliorant les performances.
✓ Robustesse à la non linéarité
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Merci pour votre attention !
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